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Das Skalarprodukt 
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Abbildung 1 

In diesem ersten Teil werden wir uns mit folgender Frage beschäftigen:  

Wie kann die Länge eines Vektors bestimmt werden und wie kann entschieden werden, wann zwei 

Vektoren senkrecht aufeinander stehen?  

Dazu wiederholen wir einige bekannte Tatsachen. Betrachten wir eine Gerade G  durch den Ursprung. 
Sie wird  

a) durch den Graphen einer Funktion f  , also ( ){ }RxxfxfG ∈== )(|)(G ,  

b) durch eine Gleichung 0=+ byax , also ( ) }{ RbyaxRyx ∈∧=+∈= b a,  G 0| 2  

c) durch ihre Koordinaten ( ){ Rkkykx ∈⋅⋅= 00 | G und 00; yx  ist Steigungsdreieck },  

d) durch einen Richtungsvektor 








0

0

y

x
 und dessen Vielfaches beschrieben, also 







∈


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







⋅= Rk

y

x
k

0

0
 G . 

 

1. Geometrische Betrachtungen im zweidimensionalen Raum 2R  

Betrachten wir in der Abbildung 1 die Gerade F  mit ihrem Steigungsdreieck 8;2 == FF yx . Wird 

die Gerade F  um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedreht, so wird auch das Steigungsdreieck um 90° 

gegen den Uhrzeigersinn gedreht. Dabei geht die Gerade F  in die Gerade ⊥⊥⊥⊥F , das Steigungsdreieck  

8;2 == FF yx  in das Steigungsdreieck 2;8 =−= ⊥⊥
FF

yx  über. 

In den folgenden Aufgaben beziehen sich F  und ⊥⊥⊥⊥F  immer auf die Abbildung 1. 

F
⊥
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Aufgabe 1:  

Betrachten Sie die Geraden F  und ⊥⊥⊥⊥F  als Graphen zweier Funktionen f  und ⊥⊥⊥⊥f . 

a) Berechnen Sie deren Steigungen fm  und ⊥
f

m  sowie das Produkt ⊥⋅
ff mm . 

b) Zeigen Sie allgemein, dass die Eigenschaft des Produktes aus a) für je zwei senkrechte 

Geraden H  und ⊥⊥⊥⊥H  als Funktionsgeraden auch gilt, wenn 0≠Hx  und 0≠Hy  sind. 

c) Zeigen Sie weiterhin: Ist 1h gm m⋅ =− , so stehen die zugehörigen Geraden H  und G  

senkrecht aufeinander.  

Aufgabe 2: 

Betrachten Sie die Geraden F  und ⊥⊥⊥⊥F  als Gleichungen 011 =+ ybxa  und 022 =+ ybxa . 

a) Geben Sie 1 1,  a b  und 2 2,  a b  für F  und ⊥⊥⊥⊥F  an. 

b) Beschreiben Sie 2 2,  a b  durch 1 1,  a b . 

c) Wie lautet eine allgemeine Bedingung des Senkrechtstehens? 

Aufgabe 3: 

Betrachten Sie die Geraden F  und ⊥⊥⊥⊥F  in Koordinatenschreibweise. 

a) Geben Sie die Koordinatenbeschreibung für  F  und ⊥⊥⊥⊥F  an. 

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Koordinaten von F  und ⊥⊥⊥⊥F ? 

c) Finden Sie eine Gleichung, die den Zusammenhang für zwei senkrecht aufeinanderstehende 
Geraden beschreibt. 

Aufgabe 4: 

Betrachten Sie die Geraden F  und ⊥⊥⊥⊥F  in Vektorschreibweise. 

a) Geben Sie Richtungsvektoren für die Geraden F  und ⊥⊥⊥⊥F  an. 

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Komponenten dieser Richtungsvektoren? 

c) Geben sie allgemein eine Gleichung für zwei Richtungsvektoren 








2

1

x

x
 und 









2

1

y

y
 an, die das 

Senkrechtstehen beschreibt. 

d) Zeigen Sie auch: Gilt die Gleichung aus c) für je zwei Richtungsvektoren 








2

1

x

x
 und 









2

1

y

y
, so 

stehen die Richtungsvektoren senkrecht aufeinander. 

 

2. Das Skalarprodukt im zweidimensionalen Raum 2R  

Aus dem Ergebnis der Aufgabe 3d) finden wir: Ist 








2

1

x

x
 der Richtungsvektor von F  und ist 









2

1

y

y
  der 

Richtungsvektor von G , so gilt:      02211 =⋅+⋅⇔⊥ yxyxGF . 

 
Wir definieren daher: 
 
Definition 1:  

Sind 







=

→

2

1

x

x
a  und 








=

→

2

1

y

y
b   Vektoren in V , so wird durch 2211 yxyx +  eine reelle Zahl zugeordnet.  

Die Zuordnungsvorschrift wird ausgedrückt durch  
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



+=

→×
→→→→

2211);();(
:

yxyxbaba

RVV

σ
σ

֏

                                
. 

σ  heißt kanonisches (natürliches) Skalarprodukt der Vektoren 







=

→

2

1

x

x
a  und 








=

→

2

1

y

y
b .   

 
Folgerung 2: 

1. Vektoren stehen senkrecht aufeinander (sind orthogonal), wenn ihr Skalarprodukt null ergibt.  

2. Insbesondere ergibt sich für 
→→

= ab : 2
2

2
12211

2

1

2

1
);(),( xxxxxx

x

x

x

x
aa +=+=
















=

→→

σσ . 

Dies ist das Quadrat der Länge des Vektors 







=

→

2

1

x

x
a  nach Pythagoras. 

Welche Eigenschaften sollte ein Skalarprodukt haben?  

Übertragen wir die gewonnenen Eigenschaften.  

1. Für je zwei orthogonale Vektoren 
→→

ba ,  gilt: .0);( =
→→

baσ   

2. Da die Eigenschaft orthogonal sein eine symmetrische Eigenschaft ist, gilt );();(
→→→→

= abba σσ . 

3. );(
→→

aaσ  soll das Quadrat der Länge des Vektors 
→

a  sein.   

Das Skalarprodukt σσσσ  soll also die Lage zweier Vektoren zueinander messen. Dabei soll der 
senkrechte Anteil keine Rolle spielen. Es wird folglich in einer Dimension gemessen. Betrachten Sie 
dazu die folgenden Bilder. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.   );();(
→→→→

= bdba σσ      );();(
→→→→

= faba σσ  
 
 

Aufgrund der Addition der Vektoren  
→→→

+= cda   und 
→→→

+= feb   verlangen wir allgemein 

4. );();();(
→→→→→→→

+=+ cbcacba σσσ  für alle Vcba ∈
→→→

,, . 

5. );();(
→→→→

= baxbax σσ  für alle Vba ∈
→→

, und Rx∈ . 

 

Aufgabe 5: 

Zeigen Sie, dass auch für alle Vcba ∈
→→→

,, und , Rx y∈  gilt: 

6. );();();(
→→→→→→→

+=+ cabacba σσσ   

→→→→

c  
→→→→

a  

→→→→

b  

→→→→

d  

→→→

+= cda   

→→→→

e

→→→→

a

→→→→

b

→→→→

f

→→→→→→→→→→→→

++++==== feb   →→

⊥ dc

→→→→→→→→

⊥⊥⊥⊥ ae
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7. );();();(
→→→→→→→

+=+ cbycaxcbyax σσσ  

8. );();();(
→→→→→→→

+=+ caybaxcybxa σσσ  

 

3. Das Skalarprodukt im dreidimensionalen Raum 3R  

Wir wollen nun dieses Skalarprodukt auf den dreidimensionalen Raum 3R  erweitern. Dazu müssen 

natürlich die  Eigenschaften 1. bis 8. weiterhin gelten. Um zu zeigen, dass 332211);( yxyxyxba ++=
→→

σ  

auch in drei Dimensionen gilt, benötigen wir nur die Eigenschaft: σ  berücksichtigt den senkrechten 
Anteil nicht. 
 
In den Koordinatenebenen ist die Festlegung für σ  bekannt. Folglich sind: 
 

22112

1

2

1

)

0

;

0

( yxyxy

y

x

x

+=
































σ , 3311

3

1

3

1

)0;0( yxyx

y

y

x

x

+=
































σ  und 3322

3

2

3

2 )

0

;

0

( yxyx

y

y

x

x +=
































σ .  

Diese Eigenschaften bleiben auch erhalten, wenn an die zweite Stelle der Vektor 
















=
→

3

2

1

y

y

y

y  gesetzt 

wird, denn der senkrechte Anteil wird nicht berücksichtigt. Also gilt auch:  
 

2211

3

2

1

2

1

);

0

( yxyx

y

y

y

x

x

+=
































σ , 3311

3

2

1

3

1

);0( yxyx

y

y

y

x

x

+=
































σ  und 3322

3

2

1

3

2 );

0

( yxyx

y

y

y

x

x +=
































σ .  

 

Addieren wir beide Seiten, so erhalten wir:  

 )(2);(2 332211

3

2

1

3

2

1

yxyxyx

y

y

y

x

x

x

++⋅=
































⋅σ  ⇔ 332211

3

2

1

3

2

1

);( yxyxyx

y

y

y

x

x

x

++=
































σ . 

 
Dies wollten wir zeigen.  
 
Wir geben jetzt eine Definition an, die allgemeiner ist und mit weniger Eigenschaften auskommt. 

Definition 3: 

Es seien V,U und W drei K-Vektorräume (K ein beliebiger Körper). Eine Zuordnung  



 →×

→→→→

);();(
:

ba

W

ba

VU

σ
σ

֏
 

heißt vektorwertige Bilinearform, wenn für alle Uba ∈
→→

 , , Vdc ∈
→→

 ,  und Kyx ∈ ,  gilt: 

VBF)  );();();(
→→→→→→→

+=+ cbycaxcbyax σσσ  und );();();(
→→→→→→→

+=+ daycaxdycxa σσσ .  

Ist KW ==== , so sprechen wir von einer Bilinearform (BF). 
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Beispiele: 

1. Es sei 222111
2

1

2

1
; bababa

b

b

a

a
++=
















 : )(σ  für { }2,1,, ∈∈ iRba ii . σ  ist eine Bilinearform, die 

nicht symmetrisch ist.  

2. Es sei 
















=
















22

21

11

2

1

2

1
;

ba

ba

ba

b

b

a

a
 : )(σ  für { }2,1,, ∈∈ iRba ii . σ  ist eine vektorwertige Bilinearform, 

die nicht symmetrisch ist.  

3. Es sei )  (
→

ciπ  für { }3,2,1∈i  die Projektion, deren i-te Komponente null ist. Es sei  



















=
→→

→→

→→

→→

) )(  )((

) )(  )((

) )(  )((

  :)(

ba

ba

ba

ba

K

K

K

33

22

11

;

;

;

;

ππσ

ππσ

ππσ

σ  mit Kσ  als kanonisches Skalarprodukt im 3R . Dann ist σ  

eine vektorwertige symmetrische Bilinearform. 

Eine vektorwertige Bilinearform σ  heißt symmetrisch, wenn gilt: 

SBF) VU =  und );();(
→→→→

= abba σσ . 

Eine Bilinearform σ  heißt positiv, wenn gilt: 

PBF) VU =  und 0);( >
→→

aaσ  für jeden Vektor 
→→

≠ 0a . 

Um ein Skalarprodukt allgemein für jeden Körper definieren zu können, benötigen wir den Begriff der 
Involution. 

I) Es sei K  ein Körper. Eine Abbildung  



 →

)(x

K

x

K

ι
ι

֏
 :  

heißt Involution, wenn die Hintereinanderausführung ιι �  die Identität , d.h. =
2
ι 1 ist. 

Beispiel:  

Es sei CK ====  der Körper der komplexe Zahlen. biabia −=+   )  (ι und biabia +=−   )  (ι  ist eine 

Involution mit 22
babiabia +=+⋅+   )  ()  ( ι . 

Es seien V,U und W drei K-Vektorräume (K ein beliebiger Körper). Eine Zuordnung  



 →×

→→→→

);();(
:

baba

WVU

σ
σ

֏

         
 

heißt vektorwertige Sesquilinearform, wenn für alle Ub,a ∈
→→

 , Vd,c ∈
→→

   und Kyx ∈ ,  gilt: 

VSQF)  );();();(
→→→→→→→

+=+ cbycaxcbyax σσσ  und );();();(
→→→→→→→

+=+ daycaxdycxa σισισ )()( .  

Ist KW ==== , so sprechen wir von einer Sesquilinearform (SQF). 

Eine Sesquilinearform σ  heißt positiv, wenn gilt: 

PSQF) VU =  und 0);( >
→→

aaσ  für jeden Vektor 
→→

≠ 0a . 

SP) Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform σ  heißt ein Skalarprodukt.  
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Da die Definition des Skalarproduktes sehr allgemein ist, muss die Orthogonalität zweier Vektoren 

definiert werden. 

Definition 4: 

Es seien Vba ∈
→→

 , . Es sei σ  ein Skalarprodukt auf V . Die Vektoren 
→

a  und 
→

b  heißen orthogonal, 

in Zeichen 
→→

⊥ ba  , wenn 0);( =
→→

baσ  ist. Ein Vektor Vn ∈
→

 heißt normal oder Normalenvektor, 

wenn 1);( =
→→

nnσ  ist. Die reelle Zahl );(
→→→

= aaa σ  heißt Norm des Vektors 
→

a . 

 
4. Die Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor 

Zur Motivation betrachten wir folgende Bilder. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Unter der Projektion eines Vektors 
→

a  auf den Vektor 
→

b , in Zeichen )(
→

→ apr
b

,  versteht man den 

Vektor )(
→

→ apr
b

 mit  
→→→

⊥− → bapra
b

)( .  

Berechnen wir )(
→

→ apr
b

. Es ist 
→→

=→ bxapr
b

)(  für Kx ∈∈∈∈ . Andererseits gilt 

);());(();(
→→→→→→

== → bbxbaprba
b

σσσ . Daraus folgt  
);(

);(
→→

→→

=

bb

ba
x

σ

σ
. Also ist 

→

→→

→→

→

=→ b

bb

ba
apr

b );(

);(
)(
σ

σ
. 

 

 

Aufgabe 6: 

a) Es seien 








−
=








=

→→

1

2
,

4

3
ba  .   b) Es seien 















−

=
















−=
→→

1

1

2

,

2

1

1

ba  . 

Berechnen Sie )(
→

→ apr
b

, )(
→

→ bpr
a

 und )(
→→

→− apra
b

, )(
→→

→− bprb
a

. 

Aufgabe 7: 

Zeigen Sie, dass für alle Vcba ∈
→→→

,, gilt:  

a)
 

)()()(
→→→→

→→→ +=+ bpraprbapr
ccc    

b) )()(
→→

→→ = axpraxpr
cc   

Zeigen Sie an einem Beispiel in 2R , dass ).()()(
→→→

+
→→→→ +≠ apraprapr
cbcb  

 

→→→→

c  
→→→→

a  

→→→→

b  

)a(pr
b

→→→→

→→→→  

→→→→→→→→→→→→

++++==== →→→→ ca(pra
b

 )  

→→→→

e

→→→→

a

→→→→

b

)b(pr
a

→→→→

→→→→

→→→→→→→→→→→→

++++==== →→→→ e)b(prb
a
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5. Ein Orthogonalisierungsverfahren 

Es sei V  ein K-Vektorraum mit Erzeugendensystem 






 →→→

naaa ,,, 21 … . Gesucht ist ein 

Erzeugendensystem 






 →→→

nggg ,,, 21 … , deren Vektoren paarweise orthogonal sind. 

Der Ansatz der Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor liefert ein konstruktives Verfahren 
ein solches Erzeugendensystem zu berechnen. 
 

Dazu setzen wir 
→→

= 11 ag  und )( 222
1

→→→

→−= aprag
g

. Dann ist 
→→

⊥ 21 gg . Für 
→

3g  orthogonalisieren wir erst 

auf 
→

1g  und diesen dann auf 
→

2g . Also 

)()(

)()()(

)()(

333

3333

33333

21

1221

121

→→→

→→→→

→→→→→

→→

→→→→

→→→

−−=









+−−=









−−−=

aprapra

aprpraprapra

aprapraprag

gg

gggg

ggg

 

→→

⊥ 13 gg , da 
→→→

⊥− → 133 )(
1

gapra
g

 und 
→→

⊥→ 13)(
2

gapr
g

. 
→→

⊥ 23 gg  da 
→→→

⊥− → 233 )(
2

gapra
g

 und 
→→

⊥→ 23)(
1

gapr
g

. 

Allgemein setzen wir )()()(
121

→→→→→

→

−

→→ −−−−= i
g

i
g

i
g

ii aprapraprag
i

⋯ . 

 

Aufgabe 8: 

Formulieren Sie das Orthogonalisierungsverfahren als Satz und beweisen Sie es durch vollständige 
Induktion nach nk ≤ . 
 
Lösungen der Aufgaben zum Skalarprodukt 

Aufgabe 1: 

a) Die Steigungen berechnen sich aus den Steigungsdreiecken zu 4
2

8
===

F

F

f x

y
m  und 

4

1

8

2
−=

−
==

⊥

⊥

⊥

F

F

f x

y
m . Das Produkt beträgt 14

4

1
−=−⋅=⋅ ⊥ )(

ff mm . 

b) Aus 
H

H

h x

y
m =  und 

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥ −===
−

H

H

H

H

H

H

h y

x

y

x

x

y
m  folgt 1−=










−⋅=⋅

⊥

⊥

⊥

H

H

H

H

hh y

x

x

y
mm . 

c) Mit 
H

H

h x

y
m =  und 

⊥

⊥

⊥ =

H

H

h x

y
m  sowie 1−=⋅=⋅

⊥

⊥

⊥

H

H

H

H

hh x

y

x

y
mm  folgt 

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

−
=−=⇔−=⋅

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

y

x

y

x

x

y

x

y

x

y
1 . Die beiden Steigungsdreiecke lauten HH yx ;  und 

HHHH
xyyx =−= ⊥⊥ ; . Damit stehen die Geraden H und G senkrecht aufeinander, d.h. ⊥

= HG . Zwei 

Geraden H und G stehen folglich genau dann senkrecht aufeinander, wenn für zwei Steigungsdreiecke 

HH yx ;  und GG yx ;  die Gleichung 0=⋅+⋅ GHGH yyxx  erfüllt ist. 
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Aufgabe 2: 

a) Da 
1

1

b

a
−  die Steigung der Geraden F und 

2

2

b

a
−  die Steigung der Geraden ⊥

F  ist, wählen wir 81 =a  

und 21 −=b  sowie 22 =a  und 82 =b . Dann sind die Gleichungen erfüllt. Also 

{ }028| =−= yxyxF )(  und { }082| =+=
⊥

yxyxF )( . Da die Steigung durch einen Bruch definiert 

ist, liefert jede Erweiterung oder Kürzung eine Gleichung. 

b) Z.B. 12 ba −=  und 12 ab = . 

c) Ist { }0| =+= ybxayxH HH)( , so ist { }0| =−=
⊥

yaxbyxH HH)( . Zwei Geraden G und H  

stehen senkrecht aufeinander, wenn die Gleichung 0=⋅+⋅ GHGH bbaa  erfüllt ist. 

Aufgabe 3: 

a) Es gilt { }RkkkF FFF ∈= )( 8|2  und { }RkkkF
FFF

∈−= ⊥⊥⊥

⊥ )8( 2| . 

b) Die Steigungen sind hier 4
2

8
=

F

F

k

k
 und 

4

1

8

2
−=

− ⊥

⊥

F

F

k

k
. Der Zusammenhang ist folglich: Ist ( )

FF yx |  

ein Punkt von F, so ist ( )
FFFF

xyyx =−= ⊥⊥ |  ein Punkt von ⊥
F . 

c) Eine Gleichung finden wir über die Koordinaten: 

02820282 =⋅+−⋅⇔=⋅+−⋅ ⊥⊥ 8)()8(
FFFF kkkk .   

d) Aus c) erhalten wir eine Gleichung für den allgemeinen Fall: Zwei Geraden G und H  stehen genau 

dann senkrecht aufeinander, wenn die Gleichung 0=⋅+⋅ GHGH yyxx  für zwei Punkte ( ) Hyx HH ∈|  

und ( ) Gyx GG ∈|  erfüllt ist. 

Aufgabe 4: 

a) Zwei mögliche Richtungsvektoren lauten 








8

2
 für F  und 







−

2

8
 für ⊥

F . Aber auch alle Vielfachen sind 

Richtungsvektoren, d.h. 








x

x

8

2
 für F  und 







−

y

y

2

8
 für ⊥

F , Ryx ∈, . 

b) Für die Komponenten zweier beliebiger Richtungsvektoren besteht der Zusammenhang: Zwei 

Richtungsvektoren 








x

x

8

2
 und 







−

y

y

2

8
 stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn die Gleichung 

02882 =⋅+−⋅ yxyx )(  erfüllt ist. 

c) Mit 








2

1

x

x

 

und 








2

1

y

y

 

als Richtungsvektoren für F  und ⊥
F  folgt: Die Richtungsvektoren stehen genau 

dann senkrecht aufeinander, wenn die Gleichung 02211 =⋅+⋅ yxyx  erfüllt ist. 

d) Es sei die Gleichung 02211 =⋅+⋅ yxyx  für zwei Richtungsvektoren 








2

1

x

x

 

und 








2

1

y

y

 

für G  und H  

erfüllt. Diese Gleichung hat z. B. 21 xy =  und 12 xy −=  als Lösung. Die Steigungsdreiecke 21; xx  und 

12 ; xx −  stehen senkrecht aufeinander, also auch die Richtungsvektoren.  

Für das kanonische Skalarprodukt kann folglich zu jedem Richtungsvektor 








2

1

x

x

 

ein dazu orthogonaler 

Richtungsvektor angegeben werden: 








− 1

2

x

x
. 
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Aufgabe 5: 

7. � � � );();();();();();(
.2.5.2

→→→→→→→→→→→→→→

+=+=+=+ cabaacabacbcba σσσσσσ   

8. � � );();();();();(
.6.5

→→→→→→→→→→→

+=+=+ cbycaxcbycaxcbyax σσσσσ  

9. � � � );();();();();();(
.2.8.2

→→→→→→→→→→→→→→

+=+=+=+ caybaxacyabxacybxcybxa σσσσσσ  

Aufgabe 6: Es ist
→

→→

→→

→

=→ v

vv

vu
upr

v );(

);(
)(
σ

σ
. 

a) Es seien 








−
=








=

→→

1

2
,

4

3
ba  .  

→→→

→→

→→

→

=
+

−
==→ bbb

bb

ba
apr

b 5

2

14

46

);(

);(
)(
σ

σ
; 

→→

→→

→→

→

==→ aa

aa

ba
bpr

a 25

2

);(

);(
)(
σ

σ
;  









=







=
















−
−







=








−
−







=−=−

→→→→

→

2

1

5

11

22

11

5

1

1

2
2

4

3
5

5

1

1

2

5

2

4

3

5

2
)( baapra

b

. 










−
=








−
=















−








−
=







−








−
=−=−

→→→→

→

3

4

25

11

33

44

25

1

4

3
2

1

2
25

25

1

4

3

25

2

1

2

25

2
)( abbprb

a

. 

b) Es seien 














−

=
















−=
→→

1

1

2

,

2

1

1

ba  . 
→→→

→→

→→

→ −
=

++

−+−−
==→ bbb

bb

ba
apr

b 6

1

114

4212

);(

);(
)(
σ

σ ; 
→→

→→

→→

→ −
==→ aa

aa

ba
bpr

a 6

1

);(

);(
)(
σ

σ ;  

→→→→→

=














−

⊥
















−=






























−

+
















−=














−

+
















−=+=− → bbaapra
b

1

1

2

13

5

4

6

1

1

1

2

2

1

1

6
6

1

1

1

2

6

1

2

1

1

6

1
)(  

→→→→→

=
















−⊥














−

=
































−+














−

=
















−+














−

=+=− → aabbprb
a

2

1

1

8

5

11

6

1

2

1

1

1

1

2

6
6

1

2

1

1

6

1

1

1

2

6

1
)( . 

Aufgabe 7: 

Für alle Vcba ∈
→→→

,, gilt:  

a)
 

)()(
);(

);(

);(

);(

);(

);();(

);(

);(
)(

→→→

→→

→→

→

→→

→→

→

→→

→→→→

→

→→

→→→

→→

→→→ +=+=
+

=
+

=+ bpraprc

cc

cb
c

cc

ca
c

cc

cbca
c

cc

cba
bapr

ccc
σ

σ

σ

σ

σ

σσ

σ

σ

 

   

b) )(
);(

);(

);(

);(
)(

→→

→→

→→

→

→→

→→

→

→→ === axprc

cc

ca
xc

cc

cax
axpr

cc
σ

σ

σ

σ

  

Zeigen Sie an einem Beispiel in 
2R , dass ).()()(

→→→

+
→→→→ +≠ apraprapr
cbcb  

c) Es seien 








−
=








=

→→

1

2
,

4

3
ba  und 








=

→

1

1
c . Dann ist 








=+

→→

0

3
cb  .  

 Wir erhalten 
→→→→→

+

+=







+=→→ cbcbapr
cb 9

9
)(  und 








+=+=+
→→→→→→

→→ cbcbaprapr
cb

354
10

1

2

7

5

2
)()( . 
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Aufgabe 8: 

Es sei ),( σV  ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt σ . Es sei 






 →→→

naaa ,,, 21 … ein 

Erzeugendensystem für V . Dann existiert ein orthogonales Erzeugendensystem 






 →→→

nggg ,,, 21 …  mit 

0);( =
→→

ji ggσ  für alle { } jinji ≠∈ ,,,2,1, … . 

Beweis durch vollständige Induktion nach nk ≤ : 

Wir setzen 
→→

= 11 ag  und )()()(
121

→→→→→

→

−

→→ −−−−= i
g

i
g

i
g

ii aprapraprag
i

⋯ .  

Induktionsverankerung: Für 1=n ist die Behauptung offensichtlich.  
Induktionsvoraussetzung: Sei also 1≥n  und die Behauptung für nk ≤ richtig.  

Induktionsschritt: Es sei )()()( 11111
21

→

+

→

+

→

+

→

+

→

+ →→→ −−−−= k
g

k
g

k
g

kk aprapraprag
k

⋯ . Nach Induktionsvorausset-

zung gilt 0);( =
→→

ji ggσ  für alle { } jikji ≠∈ ,,,2,1, … .  

Zu zeigen bleibt 
→→

+

→

+

→

+

→

+

→

+ ⊥−−−−= →→→ ik
g

k
g

k
g

kk gaprapraprag
k

)()()( 11111
21

⋯  für { }ki ,,2,1 …∈ .  

Wir zerlegen 
→

+1kg . Es gilt 
→→

+

→

+

→

+ ⊥−= → ik
g

kk gaprag
i

)( 111  für { }ki ,,2,1 …∈  nach Konstruktion und 

→→

+ ⊥→ ik
g

gapr
j

)( 1  für { } jikji ≠∈  ,,,2,1, …  nach Induktionsvoraussetzung. Folglich gilt 

→→

+

→

+

→

+

→

+

→

+ ⊥−−−−= →→→ ik
g

k
g

k
g

kk gaprapraprag
k

)()()( 11111
21

⋯  für { }ki ,,2,1 …∈ .  Damit ist alles gezeigt.  

 

Bemerkung:  

Dieses Verfahren ist konstruktiv und gibt eine Möglichkeit die ursprüngliche Basis zu 
rekonstruieren. Außerdem ist eine leichte Verallgemeinerung möglich, indem man sich 
erst auf einen orthogonalen Unterraum beschränkt und daraus eine globale 
Orthogonalbasis konstruiert.  

 

 


