7. Strome auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten

Definition 7.1
Es sei 2%(M) die k-Formen aus QF (M), die einen kompakten Triger besitzen. Ein k-Strom ist

ein Element des Dualraumes von =*(A). Wir setzen (ZX(M))" = E*) ().

Bemerkung
Will man =% (M) topologisieren, so ist dies wie folgt moglich:

Eine Folge o, e=*(7),V « M konvergiert genau dann gegen weZ=f(), wenn V' N Usupp (o,)

kompakt ist und alle partiellen Ableitungen | D;o, - D;0| gleichmiBig gegen null konvergieren.

Beachte:
Manchmal wird in der Literatur der hier definierte &-Strom auch als (n-k)-Strom definiert.

Beispiele 7.2
1. Jede n-dimensionale Kette ¢" definiert einen n-Strom durch

" (w) = Ico

fir @ e 25 (M).

2. Ist Morientierbar, so induziert jedes a e Z"* (M) ein lineares Funktional durch

a(w) = I(D/\(l
M

fir @ e 25 (M).

3. Besitz M sogar eine riemannsche Metrik, so wird durch jede Form Be=*(M) ein (n-k)-Strom
induziert
B(®) = [@A*p
M

fir o e 25 (M) .

Definition 7.3
Fiir 6 e (%) (M) definieren wir den Rand des Stromes 6o e (E¢™") (M) durch do(w) = o(dw) .

Aufgabe

Man gebe fiir die obigen Beispiele die Rinder der Strome und die Ubergangsabbildungen explizit
an.

Wir wollen noch ein weiteres Beispiel eines Stromes, der in der Elektrotechnik grof3e Bedeutung
hat, kennen lernen.

Definition 7.4
Eine Weyl-k-Dichte oder kurz k-Dichte ist ein Element aus Q*(M)®|2(M)|, wobei |2(M)| die

Menge der positiven Radon-Malle auf M ist. Die Menge der k-Dichten der Klasse C” bezeichnen
wir mit U, (M).

Jede k-Dichte hat somit eine Darstellung @ @ W .
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Daher tritt bei der Ubergangsabbildung einer k-Dichte zusitzlich zu der Ubergangsabbildung der
Differentialform noch der Faktor |(a;)'(p)|*, p € M auf.

Satz 7.5
Es sei M eine n-dimensionale orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C”. Jede -
Dichte bestimmt in eindeutiger Weise einen (n-k)-Strom.

Beweis
1. Es gibt einen Isomorphismus 1" : Q" * (M) — W, (M) definiert durch

(" @)X, o X )= 0(X, o X, WX X, XL LX)

[n—k( z ®. R /\"'/\dxl”'k ) = Z 8“""’1’1_1{’]]"“’“0)‘ Cdx! A ...Adx./k ®“
[T 1,.. i byie

N 15+ slp.
i< o<y g i< <
wobei p das kanonische Volumenmal auf A ist. Den inversen Isomorphismus bezeichnen wir mit
I,.

2. Nun definieren wir fiir 1€ W, (M) den (n-k)-Strom o, durch
o, (@) :=(-D"""[orl@.
M

Satz 7.6
Essei 80" :=(—1)*""1"""0d" o1, _,, dann gilt fiir weZ(M): 90,(0) =0, (dw) =0y, (), kurz
J6, =0, -

Beweis
Folgt unmittelbar aus 7.5 zusammen mit d(@ A/, ,(1))=0.

Bemerkung
Diese hier eingefiihrten Strome spielen eine wichtige Rolle fiir die von de Rham eingefiihrte
Homologie und Kohomologie.

Die Maxwellschen Gleichungen

Diese Gleichungen werden seit einigen Jahren sehr kritisch betrachtet. Maxwell iibertrug die
Gleichungen aus der Hydrodynamik und modifizierte sie wunter der Kenntnis des
Induktionsgesetzes. Hier konnten etliche Ungereimtheiten nachgewiesen werden. Trotzdem mochte
ich sie wegen der eleganten Schreibweise auffiihren. Sollten bessere und genauere Gleichungen zur
Verfligung stehen, so werden sie dann korrigiert.

Es sei (M, g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit, die lokal ein Minkowski-Raum der
Dimension vier ist.

Es sei FeQ)(M),r>1 das elektromagnetische Feld, G € W, (M) die elektromagnetische
Felddichte und J € ‘W' (M) die Stromdichte.

Die Maxwellschen Gleichungen lauten: dF =0 und 0G=1J.
Setzen wir M als einfach zusammenhéngend voraus, so folgt aus dF =0 die Existenz eines
elektromagnetischen Potentiales 4 € Q! (M) mit dA=F (Lemma von Poincaré, Korollar 6.5).

Dieses Potential A4 ist nur bis auf das Differential einer Funktion A eindeutig bestimmt. Es gilt
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also auch d(A4+d\)= F . Dies verwendet man zur sogenannten Eichtransformation (zum Beispiel
Lorentz Eichung 8°(1* *(A+dA))=0).

Entsprechend folgt aus der zweiten Gleichung 8G = J die Kontinuititsgleichung 6J =0.

Der Zusammenhang zu der alten Bezeichnung in Vektorschreibweise ist wie folgt gegeben:

F,=E und G,=D" firie{l,2,3},
F,=8"B" und G,=8"H" firklime{l,23},
Jo=p,J, =) firic{l,23}und A4 =@, A=A firie{l,2,3)}.

Wir geben noch die sogenannten Energie-Impuls-Tensordichte an. Die Komponenten lauten:
1
TP =3 (Gaplig™ =5 G Fog™) -
o

Man beachte, dass es sich hierbei nicht um einen Tensor im Sinne unserer Definition handelt,
sondern um eine Tensordichte . Ferner ist G’ =Y /| g|g"g”G,. Im Vakuum ist also
k1

G=I*xF.

Zum Abschluss sei noch an das erinnert. Es lautet im R®:

d
; Bt:_ f (Et_l’g'[Bt)
L) (g, (M)

Hierbei ist e R und g, das Vektorfeld beziiglich des Flusses g, .

Man beachte, dass

d d .
E f Bt _E}{[‘(gt) Bt

- Ii((g,)*BnL(gt)*(Lngt))
= i((gt)*l?, +(g,) (do1, +1, od)B))
= () @~ dov, B)
== { d(g,) (E,—1,B,)

= —ajﬁ;(gt)*(E,—tg,Bt)

Stokes

= f (Et_]'g,Bt)

£,(OM)
so dass nur noch g,(OM) = 0(g,M) zu verifizieren bleibt.
Dies ist aber richtig, denn d(g,) =(g,) d .

Aullerdem ist zu beachten, dass zwei Fille zu unterscheiden sind.

1. Die vom Magnetfeld durchsetzt Flache wird deformiert, aber nicht durch den Raum bewegt. In
diesem Fall muss g, zusétzlich als Parametertransformation angesehen werden.

2. Die vom Magnetfeld durchsetzte Fliche wird nicht deformiert, aber durch den Raum bewegt.
Hier ist g, als lokaler Fluss zu deuten.
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Die Superposition beider Fille fiihrt dann auf den allgemeinen Fall.

Beispiele
In beiden Fillen sei B = K dx A\ dy ein konstantes Magnetfeld ,,in positiver z —Richtung®.

Zu 1. Es werde ein Leiter €|| (0,1,0)0R iiber M =[0,00)%x[0,a]x{0} mit konstanter

Geschwindigkeit v in positiver x-Richtung bewegt.
Gesucht ist die induzierte Spannung, die bei dieser Bewegung im Leiter entsteht.
Wir setzen hier einfach ¢t > 0 voraus.

In diesem Fall ist g,(M) =[0,vt]x[0,a]x{0}. Also
d d vt a
— B=K— dx \dy
dt g,J;l) dt { {
=K iavt
dt

=Kav.

Andererseits wollen wir g, und M suchen. Wir wihlen M :=[0,1]x[0,1]x {0} , dann bekommen wir
fir die Abbildung g,(x,,x,,x;)=(x,vt,ax,,x,) und bestitigen g,(M)=[0,v¢]x[0,a]x{0}. Nun
miissen wir g, (B) berechnen.

g/ (B)=Kd(xvt)N\d(ax,)

= K avtdx, \dx,

liefert

%g;‘(B) = Kavdx, Ndx,,
also auch hier das richtige Ergebnis.

Wir konnen aber auch die rechte Seite der obigen Formel nehmen:

X .. 0
—f g, (1, (B)) mit g, =XV
oM

X
Wir erhalten also:
—f Kxyvg (dy)= —kvaf x, dx, .
oM oM
OM = {0} x[0,1]+[0,1]x {1} — {1} x[0,1]—[0,1] x {0}
liefert eine orientierungserhaltende Parametertransformation
d(s)=(0,s) fiir s€[0,1), P(s)=(s—L1) fir s€[l,2), P(s)=(1,3—s5) fir s€[2,3) und
D(s5)=(4—1+,0) fir s €[3,4). Wir erhalten damit:

3
—Kvaf x dx, = Kvaf ds = Kva .
oM 2

Zu 2. Essei M =[—1,1]x[—2,2]x{0} und g(¢,x,y,z)=x,ycost,zsint) fiir t€R.
.. d
Gesucht ist 7 f B.

g (M)
Es ist
g (B)y=dxNd(ycost)

=costdxNdy—ysintdx \dt
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Daraus folgt:
0

E(gl*(B)):—sintdx/\dy.

Insgesamt also
a 1 2
[=(g/(B)= [ [—sintdxAdy
w Ot —1-2
i = —8sint.
Die rechte Seite der Formel sei als Ubungsaufgabe empfohlen. Man beachte

g.(x,y,z)=—y sinz‘a2 +z costag . AuBlerdem haben wir in beiden Fillen stillschweigend davon
'y 4

Gebrauch gemacht, die Ecken durch ¢€-Umgebungen etwas auszubeulen, damit die
Parametertransformationen von der Klasse C” mit » >1 sind.
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