Alternierende Differentialformen

Sollen multilineare Methoden der linearen Algebra mit Methoden der Analysis verkniipft
werden, so ist ein erster Schritt die Verwendung von Differentialformen. Sie sind invariant
gegeniiber Koordinatenwechsel, messen Léangen, Flachen, Volumina, Kriimmung etc. Sie
vereinfachen den Rechenaufwand erheblich, lassen sich sehr gut auf Mannigfaltigkeiten
(krummlinie Koordinaten) iibertragen. Sie sind die allgemeinste Formulierung fiir
Differentialgleichungen jedweder Art. Sie unterscheiden sich jedoch von sogenannten
»Stromen®, die ein anderes Transformationsverhalten haben. Strome spielen in der Physik
eine grof3e Rolle und sind unter anderen von der Metrik, insbesondere Orientierung abhingig.
Hier seien nur Hermann Weyl, Georges de Rham und William Vallance Douglas Hodge
erwahnt. Neben diesen natiirlich auch Hermann GraBmann, ohne dem diese Theorie niemals
entstanden wire, wie durch Elie J oseph Cartan erkannt und weiter entwickelt wurde, obwohl
Leopold Kronecker sie bekdampfte. Diese ,,Strome* konnen auch durch Differentialformen
beschrieben werden und werden in die Theorie der Distributionen eingebettet. An dieser
Stelle frage ich mich immer: Sollte ein Strom in der Physik ein mathematischer ,,Strom* sein
oder sollte ein Strom aus der ,,Anschauung* entstehen, wobei wir in den meisten Fillen im
Modell glauben einen Strom vor uns zu haben. Schon wire es, wenn beides iibereinstimmt,
was in der Tat in fast allen Féllen auch so ist. Die Theorie der Formen und Stome miindet in
die Homologie und Kohomologie.

Differentialformen und Strome konnen leicht auf vektorwertige verallgemeinert werden.
Dieses ist ein erster Schritt und kann weiter zu Objekten ausgebaut werden, in denen die
,,Koeffizienten* Differentialformen bzw. Strome sind.

Ich habe hier Ausziige aus meiner Vorlesung ,Differenzierbare Mannigfaltigkeiten*
entnommen, obwohl ich heute Kleinigkeiten dndern wiirde. Niemals wiirde ich jedoch auf die
koordinatenfreie Beschreibung verzichten und die aberwitzige Schreibweise der Physiker
benutzen. Eine solche Beschreibung fiihrt nicht zu einer Einsicht, sondern zu einer
Verwirrung. Solche Bemerkungen wie: Wir wollen doch Physik betreiben, lenkt nur von der
eigenen Unzulidnglichkeit ab. Dazu gehoren auch Matrizen, die einfach so hingeschrieben
werden und Tensoren hei3en.

Ich wiinsche gutes Verstehen und viel Erfolg.

Gort Filletrandt
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Motivation durch einfithrende Beispiele

Es sei <4, der n—dimensionale affine Raum. 7' bezeichne die Projektion auf die i—te
Koordinate, d.h. 7 (xl,xz,...,x”>: x' und ist folgedessen eine Linearform, wenn wir den
Punkteraum auch als Vektorraum interpretieren. Nun gilt fiir eine lineare Abbildung
A€ Z(E;F) von Banachriumen )\’ (e)=\, so dass wir d7'|, = 7' suggestiv interpretieren
diirfen. Da die Koordinaten meist mit x, y, z,... oder x',x%, x>, ... bezeichnet werden, hat sich

zB. dril=dz=dx’ =... durchgesetzt. Differentiale, auch kovariante Vektoren genannt,
leben in Kotangentialraumen und messen auf Tangentialriumen. Tangentialvektoren heiflen
auch kontravariante Vektoren. Dies ist aber nur moglich, wenn die zu betrachtende Stelle
ibereinstimmt.

Betrachten wir fiir den Tangentialraum die Ableitung eines differenzierbaren Funktionals in

T
Richtung des Vektors v = (vl Vi v”) an der Stelle e . Es ist

va|e:;,l( e-l-tv) Zv T

Jede Richtungsableitung ist folglich eine Linearkombination der partiellen Ableitungen.
Interpretieren wir den Vektor v als einen Tangentialvektor, so ist

=Y

Die partiellen Ableitungen werden demzufolge als Basisvektoren oder lineares
Erzeugendensystem oder linearer Rahmen des Tangentialraumes aufgefasst. Jetzt muss nur
noch untersucht werden, wie sich dieser Rahmen unter Abbildungen zwischen Riumen und
deren Tangentialraumen transformiert, insbesondere, wie gemessen wird. Wegen

= dx’ [Zv &

sind dx’, 1<i<n und %, 1<i<n fiir i € N dual zueinander. Es darf auch f:=x’ gesetzt

e

j il 0 ox) _ s
Zvdx (Bx) lZvé also dx 8A) o = 0

xl

werden.

Beispiele
. Essei <4, eine affine Ebene. Berechne fiir das affine Koordinatensystem {(0,0),(1, 2),(3, 4)}
die Zahl (dx+dy)(dx—dy)((0,0),(1,2),(3,4)).

Die erzeugenden Vektoren sind durch v, = ! 0 470 v, = : =30 T4 0
I DY I 4 oxt T Ox?

gegeben. Wir berechnen «:= (dx+dy)(dx—dy)=—2dxrdy. Die Auswertung liefert
a) a(v.vy)=—2dxAdy(v,,v,)=—2(dx(v,)dy(v,)—dy(v,)dx(v,))
=-2:(1-4-2:3)=-2-(-2)
—4.
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_ 0 0 0 0\ _ o 0 0 0
b abin)=a( 2 v ad)=da( s ) 2 3ol of)

PN I B RN

_ 2a( xl’ax2) 2.(=2)

=4,

Welche der beiden Rechnungen bevorzugt wird, ist Geschmackssache.

. Es seien die 1-Differentialformen o := ydx—xdy+dz, w:=a—vdu iiber R’ gegeben.

Zeigen Sie, dass u und v von z unabhingig seien miissen und 2+ D,vD,u — D,vD,u =0

Du| [ D,y . . .
& . = 2 erfiillt sein muss, damit w geschlossen ist.
D,u) \—D,v

Losung
Hier geht es um eine lokal existierende Stammfunktion ¢ mitd{ = w. Voraussetzungen sind
dw=0und wrdw=0.
Wir finden dw =da—dvadu mit doo =—2dxrdy und du = Dyudx + D,udy + Dyudz sowie
dvadu = (Dlszu — Dszlu) dxndy+ <D2VD3L£ — D3vD2u) dy ndz + (D3leu — DlvD3u) dzndx.
Hieraus folgt

2+ DywD,u—D,vyDu =0, D,vDu—D;vD,u =0, D;vDju—DyvD;u=0.
Ferner folgt aus
Ozw/\dw:<a—vdu)Adw

= —[2 +DyD,u—D,vDu—x (D3vD1u — DlvD3u) +y (D2VD3L£ — D3vD2u) — 2vD3u] dxndy ndz
noch vD;u = 0. Dies hat mit v =0 zur Konsequenz, dass D;u =0 und damit # unabhéngig
von z ist. Damit reduzieren sich die Gleichungen auf
2+ DywD,u—D,vDu =0, D;vD,u =0, D;vDu=0
2+ DywD,u— D,vDu — xD;vDu — yD;vD,u = 0

und wir erkennen, dass u# nicht von x und y unabhingig sein kann, da 2=0. Ergo: u ist
auch unabhingig von z. Aus

d{=w & D{dx+ D,&dy + D;&dz = (y — leu)dx — (x + szu)dy +dz

D\ =y—vDu, D,{ = _<X+VD2”)’ D¢ =1

entnehmen wir

f(x,y,Z)ZC(X,y)—l—z.

In der Theorie der Mannigfaltigkeiten sind auch vektorwertige Differentialformen von
Bedeutung. Betrachten wir die vektorwertige Differentialform

Ky = dy/\dz-%-l—dZ/\dx-aQy-i-dxAdy-a%.

Es handelt sich um einen Vektor, deren Koeffizienten Differentialformen sind. Fiir
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—g' 0 4,20, 30 —pl 0 4 p2 0 L p3 0
a=a 8x+a 8y+a 0z und b =b 8x+b 8y+b 0z

ergibt sich durch Auswerten.

ki (a,b) = dyAdz(ab) -l-dZ/\dx( )8@+dxAdy(ab)
(60— 9 ) o)

Das Kreuzprodukt ist natiirlich sofort zu erkennen. Das Kreuzprodukt ordnet zwei Vektoren,
die eine Ebene aufspannen, einen dazu senkrechten Vektor zu.

Es geht auch ohne Koordinaten. Dazu sei p die normierte Volumenform
(Determinantenform). Wir definieren
9 0
K, —;Ld(z e , wobei de p(a,b):= (W,a,b),

dann ist als Beispiel

_ |0 10 , .20 1 29 130
“(8 ,ab)— ( +a 8+ , b +b Iy b[)z)

3.0 pl 0
ox* ¢ ox 077 Ox
=l 420 1430 p2 0 30
—“(ax’“ oy T o0y th az)
—a2p3ulo. 0 90 3p2 0. 0 0
=a’b (8x >0y’ )—l—ab (8 ’3z’3y)

(233 332 0 0 0
—(a br—a’b )’u<8x’8y’ az)
_ (azbs —a3b2),

so dass « wieder das Kreuzprodukt darstellt.

Eine dritte Moglichkeit ist durch eine Abbildung (dx ) -9 gegeben.

ox'
o (@.5)="(1 (10
stellt auch das Kreuzprodukt dar. Ist eine Metrik vorhanden, so ist diese zu beriicksichtigen.
Hier geht es nur um die Motivation.
Vektorwertige Differentialformen werden auch via (alternierende) Bilinearformen verkniipft.
Hier werden insbesondere auch Metriken betrachtet.

Betrachten wir einmal @ A k, (b,c¢). Durch Nachrechnen zeigen wir
ank (b.c)=g(a,c)b—g(ab)c

Hierbei ist g eine Metrik, also lokal ein Skalarprodukt. Die Alterniertheit dieser

vektorwertigen Differentialform ist offensichtlich!
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ank (b,c)=r, (a,/il (b,c))

Ky

al%+a2%+a3a%, (192c3 —193c2)-%—i—(b3c1 —blc3)-%+(blc2 —bzcl)-a%)

:[{l

- [az (be>—b%c!)—a’ (bc! —b‘ﬂ}%

+[a3 (¢ —bc?)—a' (b'e? —bzcl)]%

+[a1 (' —b'e*)—a? (b —b3c2)]8%

=@ +a’c D —aPbPe —a'be | L
Ha' +d'c'p? —ab’e? —alblcﬂa@y
Ha'e'h +a’e —a'b'e’ —a?pc’ | L

=|(dc' +a’c? +a’c’ )b ~(a'p' +a%” +a% )| &
+[(a1c‘ +a’c +a’c )b? —(a'b' +a’h® +a3b3)c2}%
H(a'e' +aPe? +a’e )b — (@' +a’? +a’b ) [ L

= (alc1 +a’c? +a3c3)b —(albl +a’b? —l—a3b3)c
=g(a.c)b—g(a,b)c
Schon zu erkennen ist, dass a A r; (b,c)=—a Ay (¢.b)=—r,(b,c) na =~ (c.b) ra gilt. Es

handelt sich folglich wieder um eine vektorwertige Differentialform.

Eine weitere Anwendung ist die Theorie der Differentialgleichungen.

. Betrachten wir die Differentialgleichung
):cl =X, o dx, = xzdt’
X, =X, dx, = x,dt
so kann dafiir
d.xl dx2 2 2
— =dt == xdx; — x,dx, =0 x; — x; = konstant
2 1

geschrieben werden. Die Trajektorien (Bahnkurven, Phasenkurven) sind Hyperbeln.
Die Funktionen die diese Gleichung der Trajektorien erfiillen heillen ,,Erste Integrale®, auch
,, Vorintegrale‘‘ genannt.

Die Gleichung

heiB3t das ,,Charakteristische System*.
Hier sind es die Hyperbelfunktionen sinh und cosh, denn cosh”(ar)—sinh”(ar)=1. Mit
den Anfangsbedingungen erhalten wir als Losung der Differentialgleichung
x,(t) = x,(0) cosh(?) + x, (0) sinh(?),
X, () = x,(0) sinh(?) + x, (0) cosh(z).
Diese Gleichung kann auch via des Diffeomorphismus® » y, = x; + x,, y, = x; — X, «, also
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2.

V) = dy, = y,dt
)"yl_ y)l’ }@ {dyyl_ y}17 dt} & Yody, + yidy, =0 y,y, = konstant
2= "N 2= "M
d d . .
oder auch orthogonale Trajektorien »% = % NGRS I I geldst werden. Dies liefert
2 X by) dy2

v, dy, + y,dy, =0« y,y, = konstant .

ot

Auch hier liegen Hyperbeln vor. Erste Integrale sind durch ae® -be ' = abe® = ab gegeben.

Mit den Anfangsbedingungen finden wir

»®=y(0)¢,
Y1) =y,(0)e".

Die Riicktransformation des Diffeomorphismus‘ 2x,(¢) = y,(#) + y, (1), 2x,(t) = y,(t) — y,(t)

liefert die obige Losung.

x,dx; — x,dx, :0<:>(y1 —|—y2)al(y1 —|—y2)—(y1 —yz)al(y1 — yz):0<:> v,dy, + y,dy, =0,
v,dy, + y,dy, :04:)(x1 +x2)d(x1 —x2)+(x1 —xz)d(x1 +x2):O<:)x1dx1 — x,dx, =0.

Sei die Differentialgleichung

X, =X, dx, = x,dt
=

gegeben. Sie ,,sieht* scheinbar einfach aus. Wir erhalten
x,dx, + x,dx, =0 < x + x; = konstant .
Dies sind konzentrische Kreise, werden folglich durch die Kreisfunktionen acos(wt) und

asin(wt) geldst. Mit den Anfangsbedingungen folgen

x,(t) = x,(0) cos(t) + x, (0) sin(2),
X, (1) = —x,(0)sin(t) + x, (0) cos(z).

Die orthogonale Trajektorien sind mit den integrierenden Faktoren y, ? oder v, 2
v 2 (yidy, — y,dy, ) =0 i—? = konstant oder y,” (y,dy, — y,dy,) =0« y% = konstant .

Sie stellen Geraden durch den Ursprung dar ay, = by, . Die zugehorige Differentialgleichung

lautet
dy,
— =dt . i
y = ) t)=y,(0)e’,
! @{_yl Vi mit den Losungen n(0=»O
Dy gl 2= ¥2(t) = y,(0)e".
Y2
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Natiirlich gelten solche Aussagen auch fiir ,,Partielle Differentialgleichungen*.
. Gegeben sei folgende partielle Differentialgleichung.
dx — f(x)
Sei ¢:1 —-UCE, U offen im Banachraum E, I CR eine Losung. Eine C ' Funktion
¥ :U — F,wobei F ein Banachraum ist, heif3t ein erstes Integral oder Vorintegral, wenn
W((p(t)) = konstant

ist. Die Zuordnung x= () definiert eine Trajektorie. Mit anderen Worten: Ein erstes

Integral ist auf den Trajektorien konstant. Dies folgt aus

0 (pl0) (1) =¥/ (x) 5 (1) =0,
da ¢'(1)= f (¢(1)) . Im n-dimensionalen Raum gilt

< ov
W’(x)- f(x)zO@Zfi(xl,..., xn)a—:O.

i=1 Xi

Das charakteristische System ist dann gegeben durch
dc,  dx,
L) (00

Beispiel
Gegeben sei folgende partielle Differentialgleichung.

x%—f—y(g—{/:f mit f(x,y)

Gesucht sind alle ersten Integrale.

Das charakteristische System ist

T

Wir finden sehr schnell unabhingige erste Integrale in einer Umgebung von (a,b,c) mit

dx _dy _df

a=0.

dx dy
y
X

dx _df
s

X

& ydi+xdy=0eL =Xk, & fdxv+xdf =0 L =k,

Folglich sind i, % erste Integrale. Daher ist f (x,y)zx-@(%), wobei ¥ eine beliebige

C' -Funktion ist.

Weitere Anwendungen finden wir bei Extrema mit Zwangsbedingungen (Multiplikatoren von
Lagrange).

An dieser Stelle beende ich die Motivation, obwohl noch nichts iiber die gro3e Bedeutung in
der Differentialgeometrie gesagt wurde, vieles iiber Differentialoperatoren wie der Gradient,
die Rotation oder die Divergenz noch gesagt werden konnte. Alle sind von einer Metrik
abhéngig. Deshalb gehoren sie nicht lapidar in eine Analysisvorlesung.

PD Dr. rer. nat. habil. Gert Hillebrandt 7



1. Differentialformen in Banachridumen

DEFINITION 1.1
Es seien E und F zwei Banachriume. Eine p-lineare Abbildung o€ <, (E;F), p>2 heibt

alternierend, wenn

VvV VvV VAN (ei:ej:>a(el,...,ei,...,ej,...,ep):0).

I<i<p 1<j<p e;.e;€E
In Worten: Stimmen zwei der Vektoren in der F -wertigen p -Linearform iiberein, so ist der
zugeordnete Vektor stets null. Aus einer p-lineare Abbildung a€%Z, (E,F) kann durch
Antisymmetrisierung eine alternierende p-lineare Abbildung erstellt werden, die fir a€ .« (E,F)
wie die Identitdt wirkt. Konstruieren Sie diese! Beginnen Sie mit p =2,3,4,...
Die Menge der F -wertigen alternierenden p -Linearformen werden mit J/p (E;F), p > 2 bezeichnet.

Wir setzen noch % (E;F):=F und .%{(E;F):=<Z(E:;F), um Fallunterscheidungen zu vermeiden.
Insbesondere ist %/, (E:F) ein Teilvektorraum von &, (E:F).

Es sei nun U CE offen. Eine Abbildung w:U — .7, (E,F) heiflt eine F-wertige p-Differentialform

der Klasse C', wenn w in U differenzierbar und stetig ist. Mithin sprechen wir kurz von einer
vektorwertigen Differentialform. Den zugehorigen Vektorraum der ¥-wertigen p-Differentialformen

der Klasse C", r >1, bezeichnen wir mit Qlf (U ;F) . Wir setzen noch fiir den Grad deg(w):=p .

DEFINITION 1.2
Es sei nun ¢ € & (F,G;H) eine Bilinearform mit Werten im Banachraum H . Es sei U CE offen.

Das duBere Produkt von a€f2; (U;F) und Bef (U;G) beziiglich ¢:FxG — H ist die H-

wertige (p + ¢)-Differentialform acr € 2], (U;H) definiert durch
@

((a A B)(x)
@

(el,...,eerq):: Z sgn(a)(ﬁ(a(x)(e(,(l),...,e(,(p)),B(x)(e(,(pﬂ),...,e(,(pﬂ)))

0ES 1,
oc()y<---<a(p)
o(p+)<---<a(p+q)

Da (a A 3)(x) offensichtlich eine p-lineare H-wertige Form der Klasse C” ist, bleibt zu verifizieren,
[

dass (anB)(x) auch alternierend ist. Dazu sei e; =e;, i<j und 7€S,, die Transposition mit
[

j7
T()=j und 7(k)=k fir alle ke {l,...,i—Li+1....,j—Lj+1...p+q}. Es istsgn(r)=—1. Ist
c(l)<o@)<o(j)<o(p) oder o(p+1)<o(i)<o(j)<o(p+gq), soist nach Voraussetzung nichts zu
zeigen. Sei daher nach einer Permutation und Umbenennung ohne Einschrinkung j=i+1 sowie

c)<o@)<o(p)und o(p+D<o(i+1)<o(p+q),dann gilt fiir jedes dieser o :
sgn(o) @(a(x)(eam ..... ea(p)),ﬁ(x)(eg(pﬂ) ,,,,, ea(,,ﬂ,))) +sgn(o)sgn(7) S15(5’1(3‘7)(f5m1) ----- eoT(p))’ﬁ(x)(eUT(;H»l) ----- euT([Hrt]))) =0

(el,...,ep+q> =0 damit alternierend.

und folglich fiir e; = e, die Differentialform ((a AB)(x)
@
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DEFINITION 1.3

Wir definieren nun fiir e €2, (U;F) eine Differentialform da€ €2, (U;F), Differential genannt.

P
do(x)(e.....e, )= > (—1) (a'(x)(e;))(egs. . &;..0e,, )

i=0
oder dquivalent dazu

da(x)(eo,...,ep> = Z Sgn(’Y)(a/(x)(ey(O)))(%(1)’“'"’7(17))‘

"/ESIJH
@) < <v(p)

Verifizieren Sie wie oben, dass da(x) wirklich alternierend ist.
KOROLLAR 1.4
Fiir ace 2] (U;F), r>2 ist d(da)=0.

BEWEIS

Nach Definition ist d (dex)(x)(eg.....e,, )= > /' (~1) [(da)’ (x)(e, )](eo,. b€, ) mit

. i1 o A )
[(da) (x)(el.)](eo,...,éi,...,epH)— (1) (a (x)(el.,ej))(eo,...,ej,...,ei,...,epH)
—0
j[7+1
_Z (a”(x)<ei’e'>>(e()9 é 9éja ep+1)
Jj=i+l

Folglich ist

- (fl)iﬂ(a”(x)(e,-,ej))(eo,...,éj,...,é,-,...,epH)+ Z (fl)i”H(a”(x)(ei,ej))(eo ..... LI epH)
=0 =it
l . . 71 . .
+ pZ: (—1)”"“(a”(x)(ej,ei))(eo ..... €, e],H)+jz:(—l)’“(a”(x)(ej,e,-))(eo,...,é,-,...,éj,...,epﬂ)
Pt i=0

Zu jedem 0< j <i—1 finden wir genau ein j+1<i< p+1 mit o’(x)(e,.e;)—a’(x)(e,.e,)=0.
LEMMA 1.5
Es seien F = HFI. der Produktraum von Banachrdumen (F,) -, und @:F— G n-linear. Es sei

1<i<
i=l

g:U — F eine Abbildung, die in x €U , U CE offen, differenzierbar ist. Durch w:=®o g ist eine
Abbildung w:U — G definiert, die in x € U differenzierbar ist. Dann gilt

w'(x)e='(g(x))s g’ (x)e=> P(g,(x)...., g/(X)e,....g, (x)) . (L)

i=1

Ist sogar ®:U — & (Fl, ....F 'G) von der Klasse C', so gilt dariiber hinaus

oLy

W'(x)e=(®'(x)e)(g(x))+ Z@(x)(&(x) L gl(xe,....g,(x)). (L2)

Im Folgenden lassen wir die Stelle x der Einfachheit halber weg.
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SATZ 1.6
Mit DEFINITION 1.2 und LEMMA 1.5 (LI) gilt mit ac2,(U;F) und Be§2 (U;G) sowie
® ¢ Z(F,G;H) die Gleichung

d(anB)=danB+(-1)" ardB.
& & &
BEWEIS
Es ist nach LEMMA 1.5 (L1)
(arnB)se=a'serB+anG-e
& & &

d -deg(3
:a/'e/\ﬁ‘{—(—l) eg(av)-deg(/ ),3/°E/\a
3 b

Mit DEFINITION 1.3 folgt

dlanB)=donB+(— l)deg(a)'deg(ﬁ) dBra
P [ P

(_ 1)deg(a)~deg(‘ﬁ)+deg(oz)-(deg(3)+1) an d,@

=darB+
d d

= dam@—i—(—l)deg(a) ardf
P P
Damit ist alles gezeigt.

KOROLLAR 1.7
Es seinun @:U — Q(F,G;H) von der Klasse C'. Dann gilt nach LEMMA 1.4 (L2)

w'(x)e=(P'(x)e)(g(x))+> B(x)(g,(x).....g[(x)e,.... 8, (x)).
i=1

Folglich ist dann (arB) se=a r B+a’~erB+anrB e zu verwenden. Damit korrigiert sich
[ P e [ 3

im SATZ 1.6 zusétzlich

>, senx

Xesp—q+1
x() <--x(p+q)

C ol (0)5](6x<l>~--’ exipa))
X

Beachten wir noch, dass d® eine 1-Differenialform mit Werten in & (F,G; H) ist, so folgt

d(aA,B):da/\ﬁ—i-(—l)gmd(a)aAdﬁ—i—a AB.
3 P d dd

DEFINITION 1.8

Es sei e & (Fl,...,Fk;G) eine stetige k-Linearform mit Werten im Banachraum G . Es seien

a; €2, (U;F,), 1<i <k Differentialformen. Durch

((alg"'gak)(x))(el""’em+-“+m):: > sgno Q((al(x))<eg(l) ..... eg(m) ..... (o (x))(er,(pﬁ,”ﬂ,kilﬂ) ..... eg(pﬁ“*m)))

(T’ESI,H,,. Pr

wobei o(l)<--<a(p), vy o(py++p+D<-<o(p 4+ p,), wird eine (pl—i----—i-pk)—Diffe—

rentialform mit Werten in G definiert.
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Sind F, =K, 1<i<k und ist K der Korper der reellen bzw. komplexen Zahlen, so ist ¢ einfach

das k-fache Produkt. In diesem Fall schreiben wir kurz
QA A

Der Beweis ist genauso zu fithren wie in Definition 0.4.2.

Sind F, =G, 1<i<k, sokann oy r---r ¢, wie folgt definiert werden. Hier fiir k =3.
> &

(o éaz ga3 )(x) = (e é.az )(x)éa3 (x))

Vermoge dieser Definition erhalten wir eine Algebra. Zeigen Sie dafiir

(o Ny (X)) Ao (x) = o (x) Ao, Aoy )(x) .
3 @ & B
Fiir die sogenannten Differentiale defineren wir spezielle Differentialformen.

DEFINITION 1.9
Es sei U CE offen und w:U — J/p (E,F) eine F -wertige p-Differentialform der Klasse C'. Es sei
E=G,x---xG, und ¢, :U — E die kanonische Einbettung. Fiir jedes i€ N, 1<i<k sei ' die

kanonische Projektion, also 7' oy, :U — G, definiert durch 7' (x):=x; mit x =(x,,...,x,). Dann
. . . ! .

ist dr' :U — (G, x---xG,;G;) nichts anderes als d7'(x)(g,,..., g, ):=g;, denn (71" OLU) (x)=m".

Es sei nun #c <& (Gl,---,G p;F) eine stetige nicht ausgeartete vektorwertige p-Linearform und

dmd p.. ndw” :U—>,Q/[,(E;F),W0bei E=G, x---xG, ist, dann
® @

dm’ g...gdwj" (x)(el,..., ep>:: > sgn()\)é(dwj‘ (x)(em)),...,dwj” (x)(eMp)>).
A€,

Dann gibt es eindeutig bestimmte w [ :U — F derKlasse C", r>1, so dass
voedp

"y

w= Z w; j°d7r]'/\.../\dﬂ'j”.
voend

. . ® @
J1<<Jp

Diese Darstellung nennen wir kanonische Darstellung der F -wertige p-Differentialform. Sind
E,=E,=--=E, =K und Ke{R,C} Ist FE{R,C} der Korper der reellen bzw. komplexen

Zahlen, so ist ¢ das gewohnliche Produkt von p Zahlen.
Diese Darstellung nennen wir die kanonische Darstellung der Differentialform.

Ist E k-dimensional, so darf jedes E;, = K angesehen werden. Dann ist @ das gewohnliche Produkt

und wir schreiben dx’ = dw’ . Mit 0.6.6 ist nun

dml o ndw (x)er. e, )= ) sen(A)B (a7 (x)(e, ) dm () (€5,
Aes,

also

w(x)(el,...,ep>: > le,_”!jp(x)(dﬂjl

d'n']]) )(el’ ooy ep)
Ji<-<J,

= 3wy, (1) sen(N@(dm (x) (e ) dm (x) e, )

j]<"'<jp )‘ESP

ARERYAN
® @
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— i edl —
Wegen e, = (eiyl,...,ei,k) setzen wir e;' :=(0,...,0, ¢, ;
Jj;—te Stelle

wlx)(el,ef)= S w, (x)ngn()\)sP(dﬂ'j‘ (x)(€h ) (x)(ei*é;’)))

jl<"'<jp )‘ESp

= > wj]!__”jp(x)@(elyjléij,...,ep!jpélj,')

Ji<e<ip

CIL I

P

,0,...,0) . Dann ist

=w,
1°

Definieren wir w i :U — F durch
voedp

-1
Wj]._“!jp (x) = (é(el.jl 7-.-,ep!jp)) W(x)(elyj] EEET) ep,j,,)’

so ist alles gezeigt.
Im Folgenden beschiftigen wir uns mit Abbildungen zwischen Banachraumen.

DEFINITION 1.10
Es seien E,F,G Banachriume. Es sei U CE offen und f:U —V CF eine Abbildung der Klasse

C""'. Fiir eine Differentialform a € 27 (V,G) mit Werten in G sei f "« definiert durch
(fra)@)(ep..e,)=a(f(0)(f/(Xep.... £ (x)e, ).
Dannist f*a€ 82’ (U,G). f"a heibt pull back von o durch f . Es gilt
@) f*(ag,@)Zf*agf*,@
(i)  f'(do)=d(fa)

(iii) ( fo g)* = g*o f* fiir eine weitere Abbildung g:W — U der Klasse C'™', W CH offen

im Banachraum H .
BEWEIS
Wir haben zu zeigen, dass f“a von der Klasse C” ist. Zunichst ist fl(x)e Q(E,F) nach 0.3.3.
Also sind eco f:U — o/, (F;G) und ' von der Kasse C” .

Wir setzen in 1.5 (LI) fir die Ableitung g:U—F einfach g:U—F” mit
g(x)::(gl(x),..., gp(x)) und g,(x) = f'(x)e;. Folglich stimmt nun w(x):=®((ao f)(x), g(x))

mit (f*a)(x)(el,...,ep>:: a(f(x))(f’(x)el,...,f’(x)ep) {iberein. Wir erhalten also

i=1
p

= o/ (f(0)) f'()e(f(X)ep,. ()€, )+ D (o £ £/(X)ey s [ (XN p0), ..o (X)) #)

i=l1
p

=a/(f(x)). f’(x)e( fl(xe,,..., f’(x)ep)JrZ(fl)Ha( f(x))( f(x)e;e), f'(x)e,, ..., f/(x)ep)

i=1

Damit ist alles gezeigt.
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Wir beweisen (i) [~

(F an BN eree, e, ) =

(arB)=f'arf"B.
[ P
(s B CON(f'@er (X, )
3 sgno (£ (0))( 11X 1yros (D)), B GO) Ve 1yemor (D 1))

€S, ,
o(l)y<---<a(p)
o(p+l) <--<o(p+q)

Z sgno df'(f*a(x)(ea(l) ..... ea(p)), f*,@(x)(eg(pﬂ),...,ea(wq)))

€S, ,
o) <---<a(p)

o(p+l) <-—-<o(p+q)

Wir beweisen (ii) [ (do)= d(f*a).

Es ist

a(fa)(x)(ep ep):Z(1)[{<f'*a)/(x)(ei)][eo ..... e,

a(fO)) f(xX)eq,.... f(x)e.e).... f(x)ep..... f'xe,

) ) A
=> (=) ((f(x)) f’(x)(ei)){f’(x)eo,...,f’(x)ei ..... f’(x)ep]
i=0
+ —Da(f@)|f(X)eg....f"(x)e,e)..... f’(A )e;,... fl(x)e
()Skzdﬁlﬁ( )a( x)[ * ’ kie Stellek i i p}
+ Z (—1)ia(f(x))[f’(x)e0,...,f’(x)e,, ..... f(x)e,.e,),..., f’(x)ep}
0<i<k<p k—te Stelle
P . A
=> (=) ((f(x)e f’(x)(ei))[f’(x)eo ..... fl(xe,,..., f’(x)ep]
i=0
= da(f(@)(f/(x)eg.. f(X)e, )
= f*da)(x)(eo ..... e,,)

(iii) bleibt als Ubung.
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2. Wir kommen zu den basisabhangigen Darstellungen.

SATZ 2.1
Es sei we 2 (). Es sei K€ {R,C} der Kérper der rellen oder komplexen Zahlen. Es seien 7,, und
¢ endlichdimensionale Biindel iiber M mit dim(7,, )=n sowie dim(&)=m.
Dann hat w die Darstellung
w=Y w'-s;, wobei w' €' (M) und s, €I'(£).
i=1

Ferner hat w' € 2" (M) die Darstellung

w' = g Wi odx" A ndxT

il.“lr
1<iy <--<i, <n

wobei das Produkt induktiv nach DEFINITION 1.8 definiert ist. Insbesondere gilt mit 3 € S,
dx" W pendx” =sgn B-dx" A---ndx und N\ dx' Adx' =0,
1<i<n
BEWEIS
Es sei V CM eine trivialisierende Umgebeung fiir £. Nach Voraussetzung existieren Basisschnitte

Sis.ees Sy € I'(&,, ) und Basisfelder 7,,...,7, € I'(7,, ) . Folglich ist aufgrund dim(¢)=m

w(ril s tir): Swy (t,.] ,...,tir>-si er(&)= F(VKm>
i—1
und
w;, (til . ) eI (vg).
Da w,, alternierend ist, hat auch w{, fiir jedes 1 <i <m diese Eigenschaft. Es sei nun wen” (M K) .

Wir setzen w' . ::wi(til,...,ti ) Es seien dxl,...,dx”el"(T;) die zu #,,...,7, €I'(7,) dualen

oo,
Basisformen, also dx’ (7;)=6; . Es folgt
i i i i
w' = Wi g X AT
1<i) <<, <n
wobei

[(dxi‘A..-Adx"'*l)Adxi’](tjl,...,tjr): Z sgna-[(dxi‘ A..-Adxiffl)(tjl,...,th)].dxi’ (tg(jr)>

o€ES,
o(j)<-<o(j,)

Induktiv mit DEFINITION 1.16 4. Eigenschaft definiert ist. Insbesondere gilt mit 3 € S,
dx” W p-opdx®9) =sgn B-dx" A+ A dx und /\ dx' Ndx' =0.
1<i<n

Damit ist der Satz bewiesen.

SATZ 2.2
Es sei weﬂ’(f) und V ein Zusammenhang auf ¢ iiber M . Das Vektorraumbiindel habe die

m
Dimension m . Es sei w = Zw’ -s; in einer Trivialisierung V . Dann ist
i=1
m . .
d¥w= Z(dw’ 5w Advsi)

i=1
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Insbesondere finden wir im Banachraum mit dem kanonischen Zusammenhang die Formel
dw(X X, ) =3 (1) "W X, (X X X ).

BEWEIS

Wir lassen den Index V der trivialisierenden Umgebung weg und arbeiten lokal im Banachraum.

d%w(X,....X,)= zr:(—l)"“(vw(xl,...,)éi,...,X,))(Xi)

+izl:(—1)i”w([Xi,Xj],Xl,...,Xi,...,Xj,...,X,)

i<
:f (=) |[w(x0 %, ,X,)),-X + DX s R X)) (X))
+§:( D™ (XX, = XX X s X X 0 X )

<7
:4:(_1)’“(( X (X X X))+ D (X R ,X,))(X,))
(1 (X X X KX,
—|—i(—1)’ﬂjEX;X,—Xi’XJ,X1, Koo X o X,

i<y
::(_1)"*1(( X (X K X)) (X R X, ) (X))

Setzen wir jetzt die lokale Darstellung ein und beachten, dass
wWhesy (Xpoos X X, )= (X s X X, )5,

+wf(Xl,...,)?i,...,X,)-F(s;)(Xi)J
_:(dwf(xl,...,x,)-sj

p
+Zr1:(_1)"“wf'(Xl,...,)Zi,...,X,)-dvsj(Xi))
:i(dwi-si +w'nds;)(X,. 0 X,)

i

Die Formel fiir einen Banachraum erhalten wir durch Gamma I"'=0
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SATZ 2.3
Essei wef2' (My), w= Y w, ,dx" r---ndx” . Dannist

dw= E dwil.__i Adx" n--ndx",

i <-<i <n

wobel

n . n .
_ J — J
dwil,,,i, = E Djwil,,,irdx = E t (wil,,,i,>dx .
j=1

J=1

t,...,t, sind die zu dx',...,dx" dualen Basisfelder.

BEWEIS:

Da d als Differential K - linear ist, geniigt es die Aussage fiir w = fdx" A---Adx"” zu beweisen. Nach
Satz 1.4 ist

dw:d(fdxi‘ A"'/\dxi’):df/\(dxi' A-~-Adxi’)+f-d(dxi‘ A"'Adxi’)

n

Esseinun X €I'(7,, ), X = ity et diezu dx',...,dx" dualen Basisfelder. Wir erhalten:

— 1

df(X):Zj:hidf(ti):zj:hiti(f)
Zznjzn:hifi(f)dxj ()

j=1 i=1
=32, (1) ()
j=1
Offenbar  gilt ~df (dx" n--ndx")=df ndx" n--ndx". Es bleibt daher zu zeigen, dass
d (dxi' Ao ndx' ) =0. Dies geschieht durch Induktion nach r.
Fir r=11ist d (dxi‘ ) =0 nach KOROLLAR 1.9. Sei nun die Aussage fiir » —1 bewiesen. Wir finden
d(xi‘ - dx" A“'Adxi’):dxi' A-eendx' 4 xh -d(dxiz A~'-Adxi’):dxi‘ Ao A dx”
und damit d (dx" A+ dx" )= dd (x" - dx™ r---ndx" ) =0 nach KOROLLAR 1.9.
KOROLLAR 2.4

Es seien V eine Ableitung fir & iiber M und a€'(¢). Bs sei f€%”(N,M). Es seien
Xl,...,XrGF(TN). Zu jedem XGF(TN) existiere ein YGF(TM) mit Tnf(X(n))):Y(f(n)).

Dann gilt:
* i * 0 i - afl j 1 n .
1. fldx :d(f x)=d(x of):dfl.:zwdy , wenn dx',....dx" die zu 1,,...,t, dualen
j=1

Basisfelder in einer Trivialisierung f (V) NW CM sind.

2. f*dvazzm:(d(f*a).f*si+f*a’wdf*vf*s,.), wenn dim(,)=m istund f’s,,....f"s, die

i=1

zuriickgeholten Basisschnitte auf f*¢ sind.
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